Jakub Cisto Teoria gier 28 czerwca 2013

1 Wstep

Teoria gier to niezwykle cickawa dziedzina matematyki. Znajac prawa rzadzace niekorymi grami logicznymi
mozemy znaczgco szybciej lub tatwiej osiggnaé¢ wygrana. Zachecam wiec do lektury!

1.1 Teoria

Na poczatku naszych rozwazan musimy zatozy¢ pewien bardzo wazny fakt - gracze grajg optymalnie. Co
to znaczy, ze graja optymalnie? Majac pewna wygrang gracz wykonuje ruchy, ktére mu ja umozliwig.
Innymi stowy jeden z graczy nie wykonuje ruchéw, aby drugiemu utatwi¢ zycie.

Majac juz za sobg zalozenie optymalnosci, wprowadzmy pojecie pozycji wygrywajgcej i pozycji prze-
grywa;jgce;.

Definicja 1. Pozycja wygrywajgca to taki stan gry, z ktérego legalnym ruchem mozna przejs¢ do chociaz
jednej pozycji przegrywajacej.

Definicja 2. Pozycja przegrywajgca to taki stan gry, z ktorego legalnym ruchem mozna przejsé tylko i
wytacznie do pozycji wygrywajacych lub nie ma mozliwych ruchow (pozycja koncowa).

Warto wspomnie¢ jeszcze o typach gier. Wg kryterium konca gry wyrézniamy gry:
e normal - gre przegrywa gracz, ktory nie moze wykonaé¢ ruchu
® misére - gre wygrywa gracz, ktéry nie moze wykonaé ruchu
lub ze wzgledu na mozliwe ruchy:
e impartial (bezstronna) - kazdy z graczy moze wykonaé¢ w danej sytuacji ten sam zestaw ruchéw

e partisan - kazdy z graczy moze mie¢ swoj wlasny zestaw ruchéw (np. podzial na biate i czarne w
szachach)

Znajac juz podstawowe zatozenia i definicje, czas przystapi¢ do gry Nim!

2 Jeden stos

Przez wiekszg cze$¢ artykutu bedziemy zajmowaé sie gra Nim, ktora sie konczy, a do tego wygrang jednego
z zawodnik6w (nie ma remiséw). W tym rozdziale rozpatrzmy Nima na jednym stosie.

Zasady gry 1 (Nim na jednym stosie). Dany jest 1 stos kamieni. Dwaj gracze wykonuja na przemian
ruchy polegajace na zabraniu ze stosu niezerowej liczby kamieni. Przegrywa ten, ktory nie moze wykonaé
ruchu.

Strategia wygrywajaca jest tutaj oczywista. Wystarczy, ze pierwszy gracz wezmie od razu caly stos.
WprowadZmy pewne urozmaicenie:

Zasady gry 2 (k-Nim na jednym stosie). Dany jest 1 stos kamieni. Dwaj gracze wykonuja na przemian
ruchy polegajace na zabraniu ze stosu 1, 2, ... lub k kamieni. Przegrywa ten, ktéry nie moze wykonaé
ruchu.
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Ten przypadek jest troche ciekawszy. Bedziemy chcieli reprezentowac stan gry poprzez liczbe naturalna,
bedziemy ja nazywaé nimberem (lub w skrécie nim). Zdefiniujmy jeszcze jedna funkcje pomocnicza mex
(najmniejszy element niewystepujacy w zbiorze):

mex(X) =min{z:x e NAz ¢ X}
Woéwezas nimber gry (stanu GG) wyraza sie wzorem:
nim(G) = mex{nim(G’) : z G mozna doj$¢ do G'} (1)
Twierdzenie 1. Stan G jest pozycjq przegrywajgce wtedy i tylko wtedy, gdy nim(G) = 0.
Dowdd. Jezeli nim(G) = 0 to z definicji fukcji mex nie mozemy doj$é do stanu o takim samym nimberze,
czyli kazdy ruch prowadzi do nimbera réznego od zera (pozycja przegrywajaca). Gdy zas nim(G) # 0, to
ze stanu G mozemy przejs¢ do stanu o nimberze zerowym (pozycja wygrywajaca). ]

Przyjrzyjmy sie teraz jak bedzie wygladata funkcja nim dla k-Nima na jednym stosie (przyjmujemy

oznaczenie G; dla stanu gry o stosie wysokosci ©):
nim(Gy) = mex{} =0
nim(G;) = mex{nim(Gy)} = mex{0} =1
nim(Gs) = mex{nim(G;), nim(Gy) } = mex{0,1} = 2

nim(Gy) = mex{nim(Gy_1), ...,nim(Gp) } = mex{k — 1,...,0} = k
nim(Ggy1) = mex{nim(Gy), ...,nim(G4)} = mex{k,...,1} =0
nim(Gpyo) = mex{nim(Gp41 ), nim(Gy), ..., nim(G3) } = mex{0, k,...,2} =1

Zauwazmy, ze warto$ci powtarzaja sie cyklicznie od 0 do k, mozemy wiec wysnué wzor:

nim(G,) =n mod (k+1) (2)
o
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Rysunek 1: Strategia w grze k-Nim

Potrafimy juz okresli¢, czy jesteSmy na pozycji wygrywajacej, ale co wtedy? Wystarczy, ze zabie-
rzemy tyle kamieni, aby pozostata liczba bylta podzielna przez k + 1 (rys. . Zajmijmy si¢ teraz ostatnim
wariantem na jednym stosie.

Zasady gry 3 (Gra w odejmowanie). Dany jest 1 stos kamieni i zbior P C N,. Dwaj gracze wykonuja
na przemian ruchy polegajace na zabraniu ze stosu p € P liczby kamieni. Przegrywa ten, ktéry nie moze
wykonaé¢ ruchu.

Jako zbiér P mozemy przyjac np. liczby pierwsze, wielokrtonosci 7, liczby trojkatne itd.

Wzor oraz Twierdzenie |1| wciaz dziataja (nigdzie w dowodzie i w samym twierdzeniu i wzorze nic
nie zaktadaliémy na temat mozliwych ruchéw). Tym razem tylko w ogélnosci nie mamy juz tak pieknego
wzoru jak dla k-Nima.
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3 Dwa stosy

Zajmijmy si¢ teraz na chwile podstawowa wersja Nima jednak na 2 stosach.

Zasady gry 4 (Nim na 2 stosach). Dane sa 2 stosy kamieni. Dwaj gracze wykonuja na przemian ruchy
polegajace na wybraniu jednego ze stosow i zabraniu z niego niezerowej liczby kamieni. Przegrywa ten,
ktory nie moze wykonaé ruchu.

Po chwili namystu mozemy zauwazy¢, ze jesli stosy sa rownej licznosci, to pierwszy zawodnik nie moze
wygra¢. Dlaczego? Wystarczy, aby drugi kopiowal jego ruchy, tzn. zabieral taka samg ilo$¢ kamieni, ale z
drugiego stosu. Co jednak, gdy stosy nie sg réwne? Tym razem 1. gracz zawsze wygra - wyrownuje stosy i
pozniej nasladuje ruchy drugiego. Ta bardzo prosta strategia jest zaskakujaco przydatna w najrézniejszych
zadaniach z teorii gier! Czas wigc na cos$ trudniejszego.
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Rysunek 2: Strategia w Nimie na 2 stosach

4 Wiele stosow

Zasady gry 5 (Nim na n stosach). Danych jest n stoséw kamieni. Dwaj gracze wykonuja na przemian
ruchy polegajace na wybraniu jednego ze stoséw i zabraniu z niego niezerowej liczby kamieni. Przegrywa
ten, ktéry nie moze wykonaé¢ ruchu.

Zauwazmy, ze tak naprawde mamy n podgier, na ktorych toczy sie rozgrywka, a w turze gracz wybiera
jedna z gier i wykonuje w niej ruch. Catg gre bedziemy nazywaé sumg gier.

Gra [5| zajmowali si¢ Sprague i Grundy, ktérzy niezaleznie znalezli sposéb radzenie sobie z takim
problemem. Najpierw wprowadzmy pewne dziatanie.

XOR (oznaczany @) jest dzialaniem dwuargumentowym na liczbach naturalnych. Aby sksorowaé dwie
liczby musimy:

a) zapisa¢ obie liczby w systemie dwdjkowym
b) wykonaé pisemne dodawanie (w systemie binarnym) na tych liczbach, ale bez przenoszen

Innymi stowy wynikiem w stupku jest 1, jezeli w tej kolumnie jest nieparzyscie wiele jedynek, 0 gdy jest
ich parzysta liczba (przydaje sie to przy liczeniu xora wiekszego zbioru).
Oto przyktad operacji 12 ® 10 = 6:

1 1 0
@ 1 0 1
0 1 1

oo O

Xorowanie jest przemienne, taczne, posiada element neutralny 0 (z &0 = z), a elementem odwrotnym
do z jest x (z @ x = 0). Skoro znamy juz operacje @ to czas poznaé twierdzenie:

Twierdzenie 2 (Sprague-Grundy’ego). Nimber calej gry G (w grach typu Nim), skladajocej sie z n
podgier o nimberach x1,xs, ..., Tp, niech wynosi x1 ® o ® ... O x,. Wtedy nim(G) = 0 jest réwnowazne, Ze
gracz pierwszy nie ma strategii wWYgrywajgcee;.
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Dowdd. Powyzsze twierdzenie jest uogdlnienieniem Tw. (1| dla sumy gier G. Dowdd przeprowadzimy roz-
patrujac przypadki.

1° nim(G) =0
W tym przypadku ruch na dowolnym stosie zmienia nimber tego stosu (wynika to z definicji funkeji
mex). Jezeli zas zmieni sie tylko jedna liczba w wyrazeniu, to wynik xorowania réwniez musi sie zmieni¢
(gdzie$ zamienita sie 1 na 0 lub odwrotnie, wiec w tej kolumnie zmienita sie parzystos¢ liczby jedynek).
Kazdy ruch prowadzi wigc do stanu o nimberze niezerowym.

2° nim(G) # 0
Teraz z kolei chcemy pokazaé, ze istnieje chociaz 1 ruch do stanu o nimberze 0. Rozpatrzmy pierwsza
jedynke (od lewej strony) w zapisie binarnym liczby nim(G). Skoro znalazta sie ona w nim(G), to
musi by¢ réwniez na tej samej pozycji w liczbie z; (dla pewnego i). Niech nowy nimber tej podgry
wynosi z; = z; @ nim(G) (na ktoérych pozycjach w nim(G) byty jedynki, na tych samych pozycjach
w x; zmieniamy bit na przeciwny). Po pierwsze, nimber stanu gry ze zmienionym tylko tym stosem
Wynosi:

nm(G) =21 ®22® .. 01, D ... D, =
=5 DLd . O D.. P, Dy, Dy, =
=nim(G) P z; & ) =
=nim(G) ® z; ® r; @ nim(G) =0

Musimy pokazaé jeszcze, ze taki ruch istnieje. Zauwazmy, ze x; < x;, gdyz pierwszy od lewej zmieniany
bit to 1 na 0, a zamiany na kolejnych pozycjach nie moga zwickszy¢ liczby ponad poczatkowa wartosé.
Teraz korzystajac z definicji funkcji mex, wiemy, ze z x; mozemy dojs¢ do wszystkich stanow, ktorych
nimbery sg mniejsze. To konczy dowod.

]

Posiadajac potezne narzedzie jakim jest Tw. Sprague-Grundy’ego mozemy analizowa¢ kolejne gry.
Zacznijmy od juz opisanej gry . Nimber pojedynczej podgry jest réwny licznosci tego stupka (Czytelnik
Dociekliwy moze to sprawdzi¢), wiec nimber calej gry to po prostu xor po licznosciach wszystkich stoséw.
Jezeli jesteSmy w pozycji wygrywajacej, to wykonujemy ruch, ktory jest opisany w dowodzie (patrz réwniez
rys. [3] Czytelnika Zainteresowanego zachecam do sprawdzenia, ze powyzsze twierdzenie dziata réwniez dla
ponizszych gier:

Zasady gry 6 (k-Nim na n stosach). Danych jest n stoséw kamieni. Dwaj gracze wykonujg na przemian
ruchy polegajace na wybraniu jednego stosu i zabraniu z niego 1, 2, ... lub k kamieni. Przegrywa ten,
ktory nie moze wykonaé¢ ruchu.

Zasady gry 7 (Gra w odejmowanie na n stosach). Danych jest n stoséw kamieni i zbior P C N,. Dwaj
gracze wykonujg na przemian ruchy polegajace na wybraniu jednego stosu i zabraniu z niego p € P liczby
kamieni. Przegrywa ten zawodnik, ktory nie moze wykonaé¢ ruchu.

Zasady gry 8. Danych jest n ponumerowanych stosow kamieni oraz n zbioréw P; C N,. Dwaj gracze
wykonuja na przemian ruchy polegajace na wybraniu jednego stosu (oznaczmy jego numer przez k) i
zabraniu z niego p € P liczby kamieni. Przegrywa ten zawodnik, ktory nie moze wykonaé¢ ruchu.
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Rysunek 3: Przyktadowa rozgrywka w Nima na 3 stosach

5 Inne gry

Zajmiemy si¢ jeszcze grami podobnymi do Nima i nie tylko. Zacznijmy od:

Zasady gry 9 (Staircase Nim). Danych jest n stoséw kamieni utozonych kolejno na schodach. Dwaj gracze
wykonujg na przemian ruchy polegajace na wybraniu jednego stosu i przeniesieniu z niego niezerowe;j liczby
kamieni na stos na najblizszym nizszym stopniu, z najnizszego stopnia nie mozna przenosi¢. Przegrywa
ten zawodnik, ktéry nie moze wykonaé¢ ruchu.
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Rysunek 4: Przyktadowa gra Staircase Nim

Zauwazmy, ze na stosach tym razem moze nam przybywaé¢ kamieni (a jednocze$nie ubywaé stopien
wyzej). Poczatkowo nie wiadomo jak sie za to zabraé. Okazuje sie jednak prawdziwe ponizsze twierdzenie:

Twierdzenie 3. Nimberowi gry Nim na %] stosach utworzonych ze stupkéw o numerach parzystych w
Staircase Nimie (zaciemnione na rys. [4]) jest rowny zero wtedy i tylko wtedy, gdy gracz pierwszy nie ma
strategit wygrywajgce;.

Dowaéd. Przeprowadzimy dowdd rozpatrujac kilka mozliwych przypadkéw. Dla uproszezenia zapisu sume
gier G1 1 Gy bede oznaczal G; U Gj.

1° nim(G2 UGuU ... U GQ.L%J) =0
Pokazemy, ze drugi gracz moze wykonaé¢ ruch sprowadzajacy pierwszego z powrotem do zerowego
nimbera.

a) Jezeli gracz 1. wykona ruch przenoszenia kamieni ze stosu o numerze parzystym, to drugi gracz
wykonuje ruch jak w grze [5 patrzac tylko na stosy o numerach parzystych, z tym, ze zamiast
zabiera¢ kamienie to przenosi je stopien nizej. Nimber dla gracza 1 pozostaje dalej zerem.

b) Jezeli gracz 1. wykona ruch przenoszenia kamieni ze stosu o numerze nieparzystym k to drugi
zawodnik przenosi tyle samo kamieni ze stosu o numerze k — 1 (przesuwa dalej w dét te poruszone
przez pierwszego). Po tych dwéch ruchach wysokosci stupkéow o numerach parzystych nie zmienity
sie, wiec nimber dla gracza 1 pozostaje dalej zerem.

2° nim(G2 UuGusU ... U GQ.L%J) £ 0
Teraz pokazemy, ze gracz 1. moze sprowadzi¢ gracza 2. do nimbera zerowego. Otoz jest to catkiem
proste - wykonuje ruch patrzac na stosy o numerach parzystych i gra jak w grze pl z tym, ze zamiast
zabiera¢ kamienie to przenosi je stopien nizej.
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Oczywistym jest, ze gra kiedys sie zakonczy (w kazdym ruchu chociaz jeden kamien zbliza sie do pierwszego
stopnia). Pondato pokazali$émy, ze gdy gracz 1 wykona ruch z nimbera zerowego, to drugi zawsze moze
wykonaé¢ kolejne posuniecie, wiec ruchéw braknie zawodnikowi numer 1. Gdy za$ nimber jest niezerowy

to gracz moze sprowadzi¢ go do zerowego. To konczy dowod. ]
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Rysunek 5: Przyktadowa rozgrywka w Staircase Nima

Nadszed!t czas na gre misere:

Zasady gry 10 (Antynim). Danych jest n stoséw kamieni. Dwaj gracze wykonuja na przemian ruchy
polegajace na wybraniu jednego ze stosow i zabraniu z niego niezerowej liczby kamieni. Wygrywa ten,
ktory nie moze wykonaé¢ ruchu.

Innymi stowy chcemy przegraé¢ w gre [l Whrew pozorom nie jest to takie tatwe, gdy obaj gracze daza do
sporazki”. I chociaz zasady gry zmienity sie diametralnie, to istnienie strategii wygrywajacej w Antynimie
jest Scisle zwigzane z normalng rozgrywka.

Twierdzenie 4. Gracz zaczynajgcy posiada strategie wygrywajocg w grze Antynim wtedy i tylko wtedy,
gdy zachodzi jeden z warunkow:

e gra sklada sie z parzystej liczby stosow tylko wysokosci 1
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e nimber liczony standardowo dla gry (3 jest rézny od zera i gra nie sklada si¢ z nieparzystej liczby
stosow kamieni o wysokosSciach 1

Dowdd. Otdz popatrzmy najpierw na gre, w ktérej mamy n stoséw tylko wysokosci 1. Jezeli n jest parzyste,
to wygrywa gracz 1, w przeciwnym przypadku zawodnik 2 (jedynym mozliwym ruchem dla kazdego z
graczy jest likwidacja kolejnych stoséw).

Rozpatrzmy teraz gre, ktora sktada sie ze stupka z co najmniej 2 kamieniami, a pozostate (jezeli sa) za-
wieraja po 1 kamieniu. Strategie wygrywajaca ma zawodnik numer 1, gdyz moze doprowadzi¢ przeciwnika
do pozycji przegrywajacej oméwionej wezesniej (zaleznie od ilosci ,,jedynek” zabiera caty wysoki stos lub
zostawia z niego jeden kamien). Ponadto zauwazmy, ze normalnie liczony nimber tej gry jest niezerowy.

Gracze moga poczatkowo prowadzié¢ rozgrywke jak w normalnym Nimie. W pewnym momencie dojda
do wyzej opisanego stanu. Gracz, ktory dojdzie do tego stanu, wygra, a poniewaz stan ten ma nimber # 0,
to dojdzie do niego zawodnik 1, jesli na poczatku miat tez niezerowy nimber, drugi gracz w przeciwnym
wypadku. ]
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Rysunek 6: Przyktadowa rozgrywka w Antynima na 3 stosach - por. rys.

6 Podsumowanie

W tym artykule chciatem zapozna¢ z ciekawym dzialem matematyki jakim jest teoria gier. Gra Nim
jest sztandarowym przykladem, o ktéorym styszal kazdy, kto miatl cokolwiek do czynienia z grami w
matematyce. Czesto do tej gry wprowadza sie wiele urozmaicen, niektére warianty pokazatem razem z
dowodami strategii wygrywajacych. Czytelnik Zainteresowany znajdzie wigcej materiatéw, ponizej jednak
podaje krotka $ciage.

— Wyktlady z Algorytmiki Stosowanej - Wyktad 6. Teoria gier (http://was.zaa.mimuw.edu.pl/?q=
node/19)

— B. Szreder, , Elementarz chakiera”
— W. Kuropatwa, W. Nadara, ,,O trzech grach na trzech stosach” (Delta 6/2013)
— T. S. Ferguson, ,Game Theory”

Stowa kluczowe: nim, nimber, nimliczba, nimsuma, xor, teoria gier.
Dla tych, ktorzy chcieliby jeszcze troche pomysle¢, trzy zadania:

Zadanie 1 (Gra EasyChomp). Gra rozgrywa si¢ na prostokatnej tabliczce czekolady n x m. Lewy gérny
kawatek jest zatruty. Gracze na przemian tamia czekolade wzdtuz jednego naciecia i zjadaja jedna czesc.
Przegrywa gracz, ktory musi zjes¢ zatruty kawatek. W jakim wypadku pierwszy z graczy wygra?

Zadanie 2 (Zad. 4 640M). Na tablicy narysowany jest 2012-kat foremny. Michal i Jurek dorysowuja na
zmiane jedng przekatna, nie majacg wspolnych punktéw wewnetrznych ani wspélnych koncow z wezesniej
narysowanymi przekatnymi. Przegrywa ten z graczy, ktory nie moze wykonaé¢ ruchu. Gre rozpoczyna
Michat. Ktory z graczy ma strategie wygrywajaca?


http://was.zaa.mimuw.edu.pl/?q=node/19
http://was.zaa.mimuw.edu.pl/?q=node/19
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Rysunek 7: Przyktadowy ruch w grze EasyChomp

Zadanie 3. Gra odbywa sie na dtugim pasie podzielonym na 1001 kwadratow. Gracze maja do dyspozycji
nieskonczenie wiele klockéw sktadajacych sie z 3 kwadratéow jednostkowych i ukladaja je na przemian
na planszy. Gre przegrywa zawodnik, ktory nie moze wykonaé¢ ruchu. Czy pierwszy gracz ma strategie
wygrywajaca? Jesli tak, to jak ma graé¢, aby wygrac?
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Rysunek 8: Przyktadowa rozgrywka w grze z zadania
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