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Rozdziat 1

Wstep

Wyobrazmy sobie grupe oséb, ktora postanawia spedzi¢ wspolnie wakacje. Podczas
wyjazdu korzystaja oni z wielu atrakcji, za ktore trzeba zaptaci¢. Aby usprawnié¢ ptat-
nosci, kazdy rachunek pokrywa jedna osoba (niekoniecznie ta sama za kazdym razem).
Dodatkowo w kazdej atrakcji moze uczestniczy¢ jakis podzbiér oséb, a koszt atrakcji
dzielony jest rownomiernie pomiedzy korzystajacych z niej. W ten sposob poszczegdlne
osoby tworza sobie dlugi u innych. Przykladowa sytuacje obrazuje tabela [I.1] dtugi
za$ przedstawione sa w tabeli [1.2] gdzie liczba ujemna oznacza, ze dana osoba winna
jest innej pienigdze, zas liczba dodatnia oznacza, ze to inne osoby muszg danej osobie
odda¢ podang kwote.

) . Kto brat udziat
Atrakeja Koszt | Kto optacit Ania | Bartek | Czarek | Darek
Ognisko 80 Bartek v v v v
Wycieczka 300 Czarek v v v
Park rozrywki | 180 Darek v v
Basen 100 Czarek v v
Tabela 1.1: Przyktadowy udzialt w wydatkach
Atrakcja Koszt | Koszt na osobe . Bilans
Ania | Bartek | Czarek | Darek
Ognisko 80 20 -20 60 -20 -20
Wycieczka 300 100 -100 | -100 200 0
Park rozrywki | 180 90 0 0 -90 90
Basen 100 50 0 -50 50 0

Suma | -120 | -90 | 140 | 70
Tabela 1.2: Bilans dla wydatkow z tabeli
Po powrocie z wakacji znajomi chcg uregulowaé¢ swoje naleznosci. Zastanawiajg sie

jednak, kto komu powinien oddac¢ jaka kwote, aby liczba transakcji byta mozliwie jak
najmniejsza. Przykladowe optymalne rozwiazanie znajduje si¢ w tabeli [I.3]
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Kto ‘ Komu ‘Kwota
Ania | Czarek 120
Bartek | Czarek 20
Bartek | Darek 70

Tabela 1.3: Przyktadowy optymalny sposob rozliczenia wydatkow

Rzeczywiscie, jesli Ania odda Czarkowi 120 zt, a Bartek Czarkowi i Darkowi odpo-
wiednio 20 zt i 70 zt, to zlikwiduja swoje zadtuzenia. 7 drugiej za$ strony, jesli Czarek
otrzyma 120 zt 4+ 20 zt, a Darek 70 zt, to takze beda mieli zwrécone poniesione koszty.
Latwo takze sprawdzi¢, ze nie da si¢ uzyskac takiego stanu za pomoca tylko 2 transakeji
(bo zadna para os6b nie ma przeciwnych wartosci bilansu).

Gléwnym tematem niniejszej pracy bedzie Problem rozliczenia wydatkéw w grupie
0s6b (w skrocie [PRW)). Dane bedg bilanse 0sob (wiersz Suma z tabeli[1.2)), a rozwigza-
niem bedzie najkrétsza lista transakeji niwelujaca te bilanse do zera (taka jak tabela
1.3)). Rozwazaé bedziemy takze wariant decyzyjny - , w ktorym dana jest réw-
niez liczba k, a odpowiedzia jest TAK lub NIE w zaleznosci, czy k przelewéw wystarczy
do rozliczenia.

Autora tej rozprawy do zajecia sie [PRW] zainspirowala sytuacja z zycia - sam po-
trzebowal rozliczy¢ sie wspolnie ze znajomymi. Istnieje wiele aplikacji czy stron in-
ternetowych, ktére w tym pomagaja. Przyktadami sa: Tricount, Splitwise, Kittysplit,
jednak nie gwarantuja one minimalnej liczby przesunieé¢ pieniedzy. Autor zadal wiec
sobie pytanie, czy taka gwarancja jest trudna z algorytmicznego punktu widzenia.

W publikacjach |4} 5] mozna znalezé podobnie sformutowany problem. David Vavra
[4] skupia sie jednak na opisie wlasnej aplikacji, ktéra rozlicza wydatki. Jedynie wspo-
mina, ze jest N'P-zupelny, nawiazujac do Problemu sumy podzbioru (bez do-
wodu). Opisuje takze 2 algorytmy heurystyczne. Tom Verhoeff [5] réwniez nawiazuje
do Problemu sumy podzbioru oraz informuje o N'P-zupetnosci DPRW| Przedstawia
redukcje z Problemu tréjpodziatu oraz szkicuje algorytm, ktory sprawdza wszystkie
mozliwe podziaty bilansow.

W niniejszej pracy opiszemy [PRW|i[DPRW] oraz przypomnimy definicje klas ztozo-
nosci. Nastepnie udowodnimy N P-zupemosé DPRW| pokazujac redukcje wielomianowa
z Problemu sumy podzbioru. W kolejnym rozdziale zaprezentujemy nowy algorytm,
ktory bedzie rozwiazywal PRW] Algorytm bedzie bazowal na szukaniu podziatu zbi-
lansowanego o maksymalnej licznosci. Udowodnimy, ze jest optymalny, a dodatkowo
pokazemy dane, dla ktorych znajduje lepsze rozwiazanie niz heurystyka z pracy [4].



https://www.tricount.com/pl/
https://www.splitwise.com
https://www.kittysplit.com/pl/

Rozdzial 2
Definicje

Najpierw zdefiniujmy pojecia oraz konwencje, z ktérych bedziemy korzysta¢ w catej
pracy.

Konwencja 2.1. Przez [¢], gdzie ¢ jest pewnym zdaniem logicznym, bedziemy ozna-
czaé¢ warto$¢ logiczng zdania ¢ za pomoca liczb {0, 1}, tj.:

4] = {1 gdy ¢ jest prawda

0 w przeciwnym przypadku

Dla przyktadu: [2 > 3] =0, [5 jest liczba pierwsza| = 1.

2.1 Opis Problemu rozliczenia wydatkéow

Zdefiniujmy teraz pojecia zwigzane Scidle z tytutowym problemem.

Dane jest N os6b oraz M atrakeji (N, M € Z). Przez ¢; dla j = 1,..., M oznaczmy
cene j-tej atrakcji, ¢; € Z,. Niech p;; = [i-ta osoba placila za j-ta atrakcje| oraz ¢;; =
[i-ta osoba brala udzial w j-tej atrakcji] dla ¢ = 1,...,N,j = 1,..., M. Zakladamy, ze
tylko jedna osoba optaca atrakcje, tj. Zfilpij = 1 dla kazdego j = 1, ..., M. Oznaczmy
jeszcze przez n; = >N gij dlaj =1, ..., M, czyli liczbe osob, ktére wziety udziat w j-tej
atrakcji. Wprowadzmy takze oznaczenie ¢; = ;—J] dla j =1,..., M. Jest to koszt atrakcji
na osobe.

Dla sytuacji reprezentowanej przez tabele mamy N = 4 oraz M = 5, wartosci
Cj, Pijs Qij, Mj Oraz ¢; sy zas przedstawione w tabeli [2.2]

. . Kto brat udziat
Atrakeja Koszt | Kto oplacit Ania | Bartek | Czarek | Darek
Ognisko 80 Bartek v v v v
Wycieczka 300 Czarek v v v
Park rozrywki | 180 Darek v v
Basen 100 Czarek v v
Muzeum 200 Czarek v v v v

Tabela 2.1: Przyktadowy udzial w wydatkach



NS 2 34 N1 2 3 4 ny o
il J J il
1] 80 1 [0 1 00 1 [1 1 1 14 1] 20
2 | 300 2 10010 2 /111 0]3 2 | 100
3| 180 3 000 0 1 3 1001 12 3| 90
4| 100 4 10010 4 1011 0] 2 4] 50
5 | 200 5 100 10 5 011 1 11 4 51 50
(a) ¢; (b) pij (c) gij oraz nj; (d) &

Tabela 2.2: Wartosci ¢;, pij, gij, n; oraz ¢; dla sytuacji z tabeli

Mozemy teraz zdefiniowa¢ bilans osoby.

Definicja 2.2 (Bilans). Bilansem B; i-tej osoby bedziemy nazywaé¢ sume poniesio-
nych przez nia kosztow (sume pieniedzy, ktére wydata na atrakcje przez nig oplacane)
pomniejszong o sume naleznodci za atrakcje, w ktorych brata udziat.

M M M
Bi=) pij-¢;i— Y i &= (pij ¢ — ;&)
Jj=1 j=1 j=1

Tabela [2.3] przedstawia bilanse w sytuacji z tabeli [2.1]

i1 2 3 4
B; | -170 -140 290 20

Tabela 2.3: Bilanse w sytuacji z tabeli

Warto w tym momencie poczyni¢ pewne spostrzezenie.
Obserwacja 2.3. Suma bilanséw wszystkich oséb jest réwna 0.

Dowad.

N M M
Bi=>_ (sz'j'cj —Z%"@j)
. =

i=1 i=1 \y=1
M N M .
= DD PG ) G
i=1j=1 i=1j=1 nj
M N M N .
S5 N IR 3 SFC
j=1i=1 j=1l1i=1 nj
M N M (. N
:Z Cj pr> - Z (J Z%)
j=1 i=1 =1\ =1
M M.
= PR D ¥
j=1 j=1"4
= 0



Osoby, ktore maja bilans rowny 0 bedziemy pomija¢, gdyz nie beda istotne w roz-
liczeniach. Pozostate osoby podzielimy na 2 kategorie.

Definicja 2.4 (Dluznik). Osobe numer i bedziemy nazywaé¢ dtuznikiem, jesli B; < 0.

Definicja 2.5 (Wierzyciel). Osobe numer i bedziemy nazywaé wierzycielem, jesli B; >
0.

Niech n oznacza liczbe dtuznikow, a m - liczbe wierzycieli. Niech oy, ..., a,, beda nu-
merami 0s6b, ktore sa dhuznikami, a (3, ..., 8,, - numerami osob, ktore sg wierzycielami.
Stwérzmy teraz 2 ciagi: (a, ..., a,) oraz (by, ..., by,) zdefiniowane nastepujaco:

a=—-B,, dai=1,..,n
b; = Bg, dlaj=1,....m

Dla bilanséw z tabeli 2.3] otrzymujemy:
(al, CLQ) == (170, ]_40) (bl, bg) = (290, 20)

Mamy wiec pogrupowane wartosci dtugdéw oraz wierzytelnosci. Problem rozliczenia
wydatkéw w grupie oséb bedzie operowat juz na tak przygotowanych wartosciach.

Problem rozliczenia wydatkéw w grupie oséb (PRW))
WEJSCIE: Ciagi (ay, ..., a,) oraz (by, ..., bn), a;,b; € Z, takie, ze

n

doa;= ibj (2.1)

=1 7j=1

Liczby zapisane sa w systemie binarnym.
WyJSciE: Macierz C € [0, 1]"*™ spelniajaca warunki

Y Cy=1 dlai=1,...,n (2.2)
j=1
ZC’ij-ai:bj dlaj: 1,...,m (23)
=1

oraz minimalizujaca wartos¢ wyrazenia

> [Cij # 0] (2.4)

n m
=17=1

(2

Zatozenie wynika z obserwacji. Wartos¢ C; bedziemy interpretowac naste-
pujaco: jaka czes¢ swojego dtugu i-ty dtuznik ma oddaé¢ j-temu wierzycielowi. Dlatego
tez C;; € [0,1]. To, ze kazdy dlug bedzie splacony oraz ze kazdy wierzyciel odzyska
swoje pienigdze zapewniaja odpowiednio warunki i . Wyrazenie jest

rownoznaczne z liczba transakcji, ktora chcemy zminimalizowac.
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Wierzyciel

100 \ 70 \ 50

300 0 0|1

.o 40 1 010
Dtuznik &0 i 0o
9 || 0 g é

Tabela 2.4: Przyktadowy uktad transakcji w postaci macierzy C' - poprawne rozwigzanie

dla dtuznikéw (30, 40, 60, 90) oraz wierzycieli (100, 70, 50)

Macierz C' w naturalny sposéb mozemy interpretowaé¢ jako krawedzie pomiedzy
dhuznikami a wierzycielami, a cale rozwigzanie reprezentowa¢ w postaci grafu dwu-
dzielnego. Dla wygody wagi na krawedziach bedg kwotami transakeji zamiast utamkow
wartosci dtugéw.

wierzyciele

dhuznicy

Rysunek 2.1: Przyktadowy uktad transakcji w postaci grafu - poprawne rozwigzanie
dla dtuznikéw (30, 40, 60, 90) oraz wierzycieli (100, 70, 50)

W rozwazaniach oprécz pelnych rozwiazan (ktére bedziemy nazywaé optymalnymi)
istotne beda takze rozwigzania dopuszczalne.

Definicja 2.6 (Rozwiazanie dopuszczalne). Rozwiazaniem dopuszczalnym dla [PRW
bedziemy nazywaé kazda macierz, ktora spelnia warunki (2.2) oraz (2.3).

Bedziemy réowniez rozwazaé wariant decyzyjny [PRW|
Decyzyjny problem rozliczenia wydatkéw w grupie os6b (DPRW))
WEJSCIE: Liczba k € Z,, ciagi (a1, ..., ay) oraz (b, ..., by,), a;,b; € Z, takie, ze

b

J

> a=

n m
i=1 j=

1

Liczby zapisane sg w systemie binarnym.
WyiScie: TAK/NIE, w zaleznosci od tego, czy istnieje taka macierz C' € [0, 1]™*™, ze

Y Cy=1 dlai=1,..,n (2.5)
j=1
ZCij~ai:bj dlaj: 1,...,771, (26)
i=1
DG #0 <k (2.7)
i=1j=1
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W tym wariancie na wejSciu mamy takze liczbe k. Na wyjéciu otrzymujemy odpo-
wiedz, czy istnieje sposéb rozliczenia wydatkow za pomocg co najwyzej k transakcji.
Na koniec zdefiniujemy jezyk zwiazany z [DPRW}

Definicja 2.7.

LIpprw = {D = (k, (ay, ..., ay), (b1, ..., b)) | odpowiedziag dla [DPRW]|na danych
D jest TAK}

2.2 Klasy zlozonosci

Przytoczmy takze kilka definicji, ktére przydadza sie¢ podczas wyznaczania ztozo-

noéci DPRWL

Definicja 2.8 (Ograniczenie czasowe maszyny Turinga, [2, Def. 5.1]). Powiemy, ze
maszyna Turinga M dziala w czasie ograniczonym przez funkcje T'(n) (lub krocej,
w czasie T'(n)), jezeli dla kazdego stowa wejsciowego w zadne obliczenie maszyny M
na w nie jest dtuzsze od T'(Jwl).

Definicja 2.9 (Klasa P, [2, Def. 5.2]). Jezyk L € P wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
wielomian p oraz deterministyczna maszyna Turinga M z czasem ograniczonym przez
p, ktéra akceptuje jezyk L.

Definicja 2.10 (Klasa NP, [2| Def. 5.10]). Jezyk L € NP wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje wielomian p oraz niedeterministyczna maszyna Turinga M z czasem ograniczo-
nym przez p, ktéra akceptuje jezyk L.

Definicja 2.11 (Redukcja wielomianowa, [2, Def. 5.13]). Niech L C ¥* oraz K C
A* beda jezykami. Powiemy, ze L redukuje sie w czasie wielomianowym do K (co
bedziemy oznaczaé L <, K) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja f obliczalna
przez deterministyczng maszyne Turinga w czasie wielomianowym taka, ze dla kazdego
stowa w € ¥~

weL << fw)eK

Definicja 2.12 (Problem N P-zupelny). Jezyk L jest N'P-zupelny wtedy i tylko wtedy,
gdy L € N'P oraz kazdy jezyk z klasy NP redukuje si¢ w czasie wielomianowym do L.

Bedziemy takze korzysta¢ z nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 2.13. Jezeli L jest N'P-zupelny, K € NP oraz L <, K, to K jest
NP-zupetny.

Dowdd. Niech H bedzie dowolnym problem z klasy NP. Niech M; bedzie maszyna
Turinga dziatajaca w czasie wielomianowym, ktora redukuje instancje problemu H do
instancji problemu L. Niech M, bedzie maszyna Turinga dziatajaca w czasie wielomia-
nowym, ktora redukuje instancje problemu L do instancji problemu K. Skonstruujmy
maszyne Turinga M, ktéra najpierw dziata jak maszyna M;, a nastepnie dziata jak
maszyna M, na wyniku z maszyny M;. Maszyna M redukuje instancje problemu H
do instancji problemu K oraz dziata w czasie wielomianowym. O

Wigcej informacji z teorii ztozonosci obliczeniowej mozna znalezé w publikacjach [2,

3.

13



14



Rozdziat 3

Dowé6d N'P-zupelnosci Decyzyjnego
problemu rozliczenia wydatkow

W tym rozdziale pokazemy, ze DPRW]| jest N P-zupelny korzystajac z twierdzenia
W tym celu udowodnimy, ze [DPRW]| jest w klasie NP oraz pokazemy redukcje
z Problemu sumy podzbioru.

3.1 Decyzyjny problem rozliczenia wydatkéw jest
w klasie N'P

Twierdzenie 3.1. [DPRW, jest w klasie N'P.

Dowdd. Niedeterministyczna maszyna Turinga zgaduje macierz C, a nastepnie spraw-
dza warunki (2.5)), (2.6) oraz (2.7) w czasie wielomianowym. Tak skonstruowana ma-
szyna akceptuje jezyk [[ppru O

3.2 Redukcja do Decyzyjnego problemu rozliczenia
wydatkéow

Problem sumy podzbioru

WEJSCIE: Skonczony zbiér S C Z, oraz t € Z,. Liczby zapisane sg w systemie
binarnym.
WyJScie: TAK/NIE, w zaleznosci od tego, czy istnieje S C S taki, ze

Zs:t

ses’

Dla przyktadu, niech S = {3,7,11,12,13,18,20} oraz t = 26. Odpowiedzia jest
TAK, bo istnieje zadany podzbidr - jest nim S’ = {3,11,12}.

Twierdzenie 3.2 ([l Tw. 34.15]). [PSA jest N'P-zupelny.

Zdefiniujmy teraz algorytm redukcji wielomianowej, ktory przyjmuje na wejsciu

instancje [PSP| oraz zwraca instancje DPRW]
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Algorytm [REDUKCJA]

Wejscie: Skonczony zbior S C Z, oraz t € Z,. Liczby zapisane sa w systemie
binarnym.
Wyjécie: Liczba k € Z., ciagi (a4, ..., a,) oraz (b, ...,by), a;,b; € Z,.

1: function REDUKCJIA(S, )
2 k —|S]

3: a+— S

4 bH(tszES‘S_t)

5 return k,a,b

Wierzyciel
26 | 58
31 0
710 1
11 1 0
Dhtuznik | 12 | 1 0
130 0 1
181 0 1
20 { O 1
k=17

Tabela 3.1: Instancja [DPRW| zredukowana z dla S = {3,7,11,12,13,18,20} oraz
t = 26. W tabeli przedstawiono takze macierz C bedacg swiadectwem odpowiedzi TAK.

Chceemy pokazaé¢ 2 wlasnosci algorytmu [REDUKCJIA|

Lemat 3.3. Algorytm dziala w czasie wielomianowym.

Dowéd. Algorytm wyznacza dlugoséé listy z wejscia, sumuje liczby z wej-
Scia, wylicza roznice wyliczonej sumy i liczby z wejscia, a na koniec kopiuje wartosci
z wejscia badz wartosci wyliczone. Wszystkie te operacje wykonywane sg w czasie wie-
lomianowym, wiec caty algorytm takze jest wielomianowy. O]

Lemat 3.4. Dana jest dowolna instancja danych dla[PSP, tj. skoriczony zbiér S C Z.
oraz t € Z. Zachodzi nastepujgca rownowaznosc:

Odpowiedzig dla[PSH na Odpowiedzig dla [DPRW na danych zwréconych

danych (S,t) jest TAK — przez algorytm[REDUKCJIA| dla danych (S,t) jest
7 TAK

W dowodzie lematu [3.4] skorzystamy z pomocniczego lematu [3.5]

16



Lemat 3.5. Jesli macierz C € [0,1]™*™ spelnia warunki

Y Cij=1 dlai=1,..,n (3.1)
j=1
> > [Ci; #0] < (3.2)
=1 j=1

to Cij € {0, 1} dla 1 = 1, ...,n,j = 1, .., m

Dowdéd. Z (3.1) wiemy, ze suma elementéw w kazdym wierszu 0, zatem w kazdym
wierszu musi by¢ przynajmniej jedna dodatnia warto$¢. Co wiecej, musi by¢ doktadnie
jedna taka warto$¢ - w przeciwnym przypadku otrzymaliby$my sprzecznosé z (3.2)).
Ponownie z otrzymujemy teraz, ze niezerowa wartos¢ musi by¢ rowna 1. W kazdym
wiec wierszu znajduje sie doktadnie jedna liczba 1, a pozostate wartosci to 0. [

Mozemy teraz przystapi¢ do dowodu lematu
Dowéd lematu [3.4)

(=)

Wiemy, ze odpowiedzia dla jest TAK, tj. istnieje S" C S taki, ze Y cq s = t.
Chcemy pokazaé, ze odpowiedzia dla DPRW]| jest TAK, czyli, ze istnieje macierz C' €
[0, 1]1%1%2 spemiajaca odpowiednie warunki.

Przyjmijmy zatem:

Oil = [Si € S/]
Cig = [Si ¢ Sl]

Sprawdzmy, ze wymagane warunki sg spetnione.

iCij:ZCij: [s; € ST+ [si ¢ 5=1

j=1 =1
dlaz=1,....,n
n S| S|
ZCij-aZ ZC’H S,—ZSZGS/ ZS—t—bl—b
i=1 =1 seS’
dla j =1
n S| S|
ZCZ-]--@Z ZCZQ sl—ZszgéS Zs-Zs—Zs-Zs—t—bg—b
=1 =1 sESséS’ seS seS’ sES
dla j =2
n m IS] 2 S| S|
> 2 [Ci #0] = ZZCZJ#O > ([si€ST+][si ¢ 57) Zl_\S\
i=1j=1 —1j=1 i—1

17



(=)
Wiemy, ze odpowiedzig dla[DPRW|jest TAK, tj. istnieje macierz C' € [0, 1]¥1*2 taka,

ze:

2
Zcmzl dlazzl,,|S\
j=1

S| S|
ZOﬂ'Si:t ZCi2'Si:ZS_t
=1 =1 seS

S| 2

> [Ci; # 0] < |S]

i=1j=1

Chcemy pokazaé, ze odpowiedzig dla jest TAK, czyli, ze istnieje S” C S spelniajacy
odpowiednie warunki.
7 lematu wiemy, ze C;; € {0,1}. Przyjmijmy zatem
S = {Si es | 1€ {1,..., |S|}/\Cﬂ = 1}

Sprawdzmy, ze tak zdefiniowane S’ spelnia zgdane wtasnosci.

S|
ZSZ Z si:ZCﬂ-si:t
ses’ i=1,...,|5] i=1
Ci1=1

]
Twierdzenie 3.6. Algorytm jest wielomianowym algorytmem redukcyi.
Dowdd. Wynika z lematéw [3.3|[3.4 O
Twierdzenie 3.7. [DPRW jest N'P-zupetny.

Dowdd. Wynika z twierdzenia [2.13] oraz twierdzen [3.1] 1 [3.6] O
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Rozdziat 4

Algorytm dla Problemu rozliczenia
wydatkow

Udowodnilismy juz, ze jest problemem N P-zupelnym. Mozemy zatem bez
wyrzutéw sumienia skonstruowaé algorytm dla[PRW] ktéry bedzie dziatal w czasie wy-
ktadniczym. Rozpoczniemy od algorytmu zachtannego, ktéry nie bedzie w ogdlnosci
optymalny. Postuzy on jednak do konstrukcji algorytmu, ktéry bedzie zwracal zawsze
najkrotsza liste transakeji. Na koniec usprawnimy algorytm optymalny uzyskujac wa-
riant o lepszej zlozonosci czasowe;j.

Zaznaczmy, ze dla wygody w tym rozdziale bedziemy dziata¢ na bilansach (By, ..., By)
zamiast na ciagach (ay, ..., a,), (b1, ..., by).

4.1 Algorytm zachlanny

Zastanéwmy sig, jak moze dziataé algorytm, ktory bedzie rozwiazywal [PRW] Jed-
nym z pomystow, ktory moze sie nasungé, jest parowanie dtuznika z wierzycielem wg.
jakiegos kryterium. Przyktadowo wybieramy dtuznika z najwickszym dtugiem oraz wie-
rzyciela z najwieksza wierzytelnoscia. Niekoniecznie oboje moga uregulowa¢ swoje zo-
bowiazania w catosci, ale co najmniej jeden z nich za pomoca transakcji uzyska bilans
0. Osobe (badZ osoby) w pehi rozliczone usuwamy i powtarzamy wybér pary dopoki
beda osoby o niezerowym bilansie. Taki algorytm zaprezentowal Vavra w pracy [4].
Pseudokod tego podejscia z pewnymi modyfikacjami znajduje si¢ ponizej:

Algorytm [ZACHEANNY]

Wejscie: Lista bilanséw B; oraz lista indekséw I, dla ktorych bilanse maja zo-
sta¢ rozliczone (domyslnie I = {1, ...,|B|}, czyli rozliczone maja by¢ wszystkie
bilanse). Zaktadamy, ze Y,c; B; = 0 oraz B; # 0 dla kazdego i € I.

Wyjscie: Lista transakcji rozliczajaca bilanse B; dla ¢ € I.

1: function ZACHEANNY (B, I ={1,...,|B|})
2: T—0
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3: while |I| > 0 do

4: i «— argmax;(—By)
5: J < arg max,;(B)
6: if —B; < Bj then

7 T — —B;

8: I — 11— {Z}

9: else if —B; > B; then
10: x « B;

11: I—1—-{j}

12: else

13: T < Bj

14: I —1I— {Z,]}

15: t— (i,4,x)

16: T —TU{t}

17: B, — B, 4+«

18: Bj «— Bj —x

19: return 7'

W tym momencie parametr I moze wydawac¢ si¢ nadmiarowy, jednak przyda si¢
w dalszych rozwazaniach. Zobaczmy zatem symulacje dziatania algorytmu, ktéra znaj-
duje si¢ w tabeli [4.1]

iteracja ‘ B ‘ t
1[[=170] —140 [290] 20 | (1,3, 170)
20 0 —140] [120] 20 | (2, 3, 120)
3] 0 0 (2, 4, 20)

(

Tabela 4.1: Przyktad dziatania algorytmu dla B = (—170, —140, 290, 20)

Pokazmy teraz kilka wtasnosci tego algorytmu.

Lemat 4.1 (Niezmiennik). Algorytm zachowuje niezmiennik Y ;c; B; = 0
oraz B; # 0 dla kazdego i € I.

Dowdd. Na samym poczatku wymagamy, aby dane przekazane do algorytmu spekniaty
niezmiennik. Pokazmy zatem, ze niezmiennik jest spelmiony w kroku ¢ > 1 przy zalo-
zeniu, ze w kroku ¢ — 1 byt zachowany. W kroku ¢ modyfikowane sa 2 wartosci na liscie
B: B; oraz B;. Zauwazmy jednak, ze jesli ktéras z tych wartosci zostanie wyzerowana
to w jednej z galezi if - else if - else odpowiadajacy indeks zostanie usuniety
z listy 1. Nadal wiec B; # 0 dla kazdego i € I.

Jesli chodzi o sume to w liniach jeden z bilanséw jest zwickszany o taka
sama warto$¢ jak drugi z bilanséw jest zmniejszany. W sumie wiec bilans pozostaje
niezmieniony. Zmienia si¢ jednak lista I, po ktorej sumujemy. Jednak usuwamy z niej
te indeksy, dla ktorych nowa wartos¢ jest réwna 0, wiec nadal > ;c; B; = 0. n

Twierdzenie 4.2. Algorytm[ZACHLANNY]| znajduje rozwigzanie dopuszczalne dla[PRW,
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Dowdd. Przeprowadzmy indukeje po ¢ = |I|. Dla £ = 0, algorytm generuje pusta liste
transakcji i jest to rozwigzanie dopuszczalne.

Niech ¢ > 0. Zaktadamy, ze dla kazdej listy I o dlugosci mniejszej niz ¢ algorytm
zwraca poprawne rozwigzanie dopuszczalne. Zgodnie z algorytmem wy-
bieramy dtuznika o najwiekszym dlugu (i) oraz wierzyciela o najwiekszej wierzytelnosci
(7). Zauwazmy, ze zawsze tacy istnieja, co wynika z niezmiennika (w I sa indeksy,
dla ktorych bilanse sa niezerowe, a w sumie daja 0). Wybrany wiec dtuznik wykonuje
przelew o kwocie z dla wybranego wierzyciela. Tym samym co najmniej jeden z nich
uzyskuje bilans 0 i jest usuwamy z listy I. W ten sposéb uzyskujemy instancje problemu
z krétsza lista I i zachowanym niezmiennikiem (lemat . Mozemy zatem skorzystac
z zalozenia indukcyjnego. Rozszerzajac rozwigzanie dopuszczalne z mniejszej instancji
o transakcje t uzyskujemy rozwigzanie dopuszczalne dla wiekszej instancji. O]

Niestety rozwigzanie dopuszczalne nie musi by¢ optymalne. Rozpatrzmy nastepu-
jacy przyktad:
B = (=30, —40, —60, —90, 100, 70, 50)

Optymalnym rozwiazaniem dla powyzszych danych jest 5 transakcji:

iteracja B t
1| —30 [-40] —-60 —90 100 [70] 50 | (2,6, 40)
2| [=30 0 —60 —90 100 50 | (1, 6, 30)
31 0 0 —60 [—90] 0 50 |(4,5,90)
41 0 0 —60] 0 10 0 (3,7, 50)
50 0 0 —10 0 0 0 |(3,5,10)

Tabela 4.2: Optymalne rozwiazanie dla B = (—30, —40, —60, —90, 100, 70, 50)

a algorytm [AACHLANNY| wyznacza 6 przelewow:

iteracja B t
1| =30 —40 —60 [—90] [100] 70 50 | (4,5, 90)
2| —30 —40 0 10 50 | (3,6, 60)
3] =30 [—40| 0 0 10 10 (2,7, 40)
4 1[=30] 0 0 0 10 10 | (1, 5, 10)
501200 0 0 0 0 10 | (1, 6, 10)
6|[—10] 0 0 0 0 0 (1, 7, 10)

Tabela 4.3: Zachtanne rozwiazanie dla B = (—30, —40, —60, —90, 100, 70, 50)

Algorytm [ZACHLANNY] nie jest zatem optymalny, jednak posiada jeszcze jedna wta-

snos¢, ktora teraz udowodnimy, a z ktorej bedziemy korzysta¢ podczas konstrukeji
algorytmu optymalnego.

Twierdzenie 4.3. Algorytm zwraca co najwyzej |I| — 1 transakcyi.

Dowéd. Algorytm w kazdym obiegu petli while zwieksza rozmiar listy T
o jeden jednoczesnie zmniejszajac liste I o co najmniej jeden element. Ciagle zachowany
jest niezmiennik o sumie 0 (lemat , wiec w ostatniej iteracji lista I musi by¢ 2-
elementowa. Daje to ograniczenie gérne || < |I| — 1. O
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4.2 Algorytm optymalny

Rozpocznijmy od zdefiniowania, czym jest podziat oraz podziat zbilansowany. Idea
podziatéw pochodzi od Véavry [4] 1 Verhoeffa [5].

Definicja 4.4 (Podzial). Rodzing F C P({1,..., N}) nazywamy podzialem zbioru
{1,..., N} wtedy i tylko wtedy, gdy spelnia nastepujace warunki:

S #0 VS eF (4.1)
Ur={1..N} .
SNS =0 VS, S e F,S# S (4.3)

Definicja 4.5 (Podziat zbilansowany). Podzial F nazwiemy zbilansowanym wtedy
i tylko wtedy, gdy spelnia nastepujaca wlasnos¢:

Y B,=0 VSeF (44)
(sh

W podrozdziale wspomnieliSmy, ze rozwiazanie dopuszczalne mozemy interpre-
towaé jako graf, w ktorym wierzchotkami sa dtuznicy i wierzyciela, a krawedziami -
transakcje miedzy nimi. W takim grafie moze wystepowac kilka sp6jnych sktadowych.

10

wierzyciele

45

dhuznicy

Rysunek 4.1: Przyktadowy uktad transakcji w rozliczeniu z zaznaczona jedna spojna
sktadowg

Zauwazmy, ze spojne w grafie transakcji wyznaczaja podzial. Dla przyktadu z ry-
sunku otrzymujemy podziat F = {{1,2,3,4,6,7,8},{5,9,10}} Okazuje sie, ze po-
dzial ten jest zawsze zbilansowany.

Twierdzenie 4.6. Dane jest dowolne rozwigzaniu dopuszczalne dla[PRW,. Jesli F jest
podziatem wyznaczonym przez spojne skladowe w tym rozwigzaniu to F jest podziatem
zbilansowanym.

Dowéd. Przyjrzyjmy sie krawedziom w jednej dowolnej sp6jnej sktadowej (zob. spdjna
sktadowa S na rysunku . Sumujac wartosci na krawedziach otrzymujemy z jed-

nej strony sume dtugow dla dtuznikéw w tej spojnej sktadowej, z drugiej zas strony
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sume wierzytelnosci dla wierzycieli w tej samej spojnej sktadowej. Otrzymujemy wiec

réwnosé:
S B =0
€S

]

Przypomnijmy teraz zalezno$é¢ pomiedzy liczba wierzchotkéw oraz liczbg krawedzi
w grafie. Niech G = (V, E) bedzie grafem. Jesli G jest spojny to |E| > V]| — 1.
Bardziej ogélnie, jesli w G jest s spdjnych sktadowych to |E| > |V| —s. Z tej zaleznosci
skorzystamy w dowodzie twierdzenia kluczowego dla dziatania algorytmu optymalnego.

Twierdzenie 4.7 (Ograniczenie dolne). Jesli F jest maksymalnym (w sensie licznosci)
podziatem zbilansowanym to kazde rozwigzanie dopuszczalne dla [PRW sklada sie z co
najmniej N — |F| transakcji.

Dowod. Na poczatku pokazmy, ze istnieje co najmniej jeden podziat zbilansowany. Jest
nim {{1,..., N}}.

Wezmy teraz dowolne rozwigzanie dopuszczalne. Graf transakeji dla tego rozwiaza-
nia mozna podzieli¢ na spéjne sktadowe (by¢ moze tylko jedna). Sktadowe te wyzna-
czaja zbilansowany podzial (twierdzenie , nazwijmy go F'. Z witasnosci grafowych
wiemy, ze liczba transakeji (czyli liczba krawedzi) w tym rozwiazaniu jest > N — |F'|.
Liczba ta jest takze > N — |F|, bo F jest maksymalnym w sensie licznodci podziatem
zbilansowanym. O]

Bazujac na ograniczeniu dolnym (twierdzenie oraz wykorzystujac algorytm
i jego wlasnosé z twierdzenia 4.3 niezaleznie dla kazdego klastra podziatu,
skonstruujemy algorytm, ktéry znajduje rozliczenie w dokladnie N — | F| transakcjach.
Dodajmy, ze idea wyszukiwania maksymalnego podziatu zbilansowanego pojawita sie
juz wezesniej w pracy Verhoeffa [5], jednak nie byta rozwinieta.

Algorytm [OPTYMALNY!

Wejscie: Lista bilanséw B;. Zakladamy, ze YN | B; = 0 oraz B; # 0 dla kazdego
i=1,...,N.
Wyjscie: Lista transakcji rozliczajaca bilanse B; dla¢=1,..., N.

1: function OPTYMALNY(DB)
2 F «— OPTYMALNYPODZIAL(B)
3: T—0
4: for S € F do:
5 T «— TUZACHLANNY (B, S)
6

return T

7. function OPTYMALNYPODZIAL(B)
8: N «— |B|
9: ]<—{1,...,N}
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10: F—10
11:  for X € P(P(I)) do

12: if X jest podziatem zbilansowanym then
13: if | X| > |F| then

14: F—X

15: return F

Algorytm sktada si¢ z dwdch czesci. Pierwsza znajduje podzial F
z twierdzenia [4.7] o ograniczeniu dolnym. Ta faza realizowana jest w funkcji OPTYMAL-

NYPODzIAL. Druga czesé polega na uruchomieniu algorytmu na zbiorach
z rodziny F.

Funkcja ~ OPTYMALNYPODZIAL.  przeglada  wszystkie mozliwe  rodziny
F € P(P({1,...,N})) oraz weryfikuje czy F jest podziatem zbilansowanym (spraw-

dzajac warunki (4.1)), (4.2)), (4.3]), (4.4)). Jesli tak oraz aktualnie przegladany podzial

jest wiekszy od dotychczas znalezionego to nastepuje aktualizacja wyniku.
Pokazmy zatem, ze algorytm jest rzeczywidcie optymalny.

Twierdzenie 4.8. Algorytm jest optymalny, tj. zawsze zwraca N —
|F| transakcji, gdzie F jest maksymalnym podzialem zbilansowanym z twierdzenia

o ograniczeniu dolnym.

Dowdéd. Funkcja OPTYMALNYPODZIAL znajduje F z ograniczenia dolnego (twierdze-

nie . Dla kazdego S € F jest uruchamiany algorytm , ktory na podsta-
wie twierdzenia zwraca co najwyzej |S| — 1 transakcji. Caly algorytm

zwraca wiec co najwyzej:

> (ISI=1)= > IS|=|F| =N —|7]

SeF SeF

transakcji. Gdyby zwrécil mniej transakcji niz N — |F| to otrzymalibySmy sprzecz-

no$¢ z ograniczeniem dolnym (twierdzenie 4.7)). Zatem algorytm Zwraca
doktadnie N — | F| transakcji. O

4.2.1 Zachtanny algorytm wyszukiwania podziatu zbilansowa-
nego

Véavra w swojej pracy [4] przedstawia algorytm, w ktérym konstruuje zbilanso-

wany podziatl szukajac podzbioru najmniejszej mocy o bilansie 0. Podzbior taki jest

dodawany do podziatu, a na pozostatej czesci poszukiwanie jest powtarzane. Vavra

sugeruje, ze algorytm generuje zawsze maksymalny podziat zbilansowany, jednak tak
nie jest. Rozpatrzmy nastepujace bilanse:

B = (252, —255,1,2, —28,4,8,16, —224, 32, 64, 128)

Podzbiory, ktore sumuja sie do zera sa przedstawione na ponizszym rysunku za pomoca
linii przerywanych:

24



s,

Rysunek 4.2: Kontrprzyktad dla zachtannego wybierania najmniejszych podzbioréw
o sumie 0

Algorytm Vavry wybiera najpierw najmniejszy podzbiér o sumie 0, tj. Sy, a nastep-
nie S5. Generuje tym samym F = {S4, S5} o mocy 2. Maksymalna rodzina to jednak
F = {51, 52,53} o mocy 3.

4.3 Algorytm optymalny - wersja szybsza

Algorytm przeglada bardzo duza liczbe rodzin, z ktérych tylko czesé

jest rozwigzaniami dopuszczalnymi. Aby zredukowaé liczbe wykonywanych operacji,
odwroémy konstrukeje podziatéw zbilansowanych.
Niech Z C P({1,..., N}) bedzie rodzing wszystkich podzbioréw zbilansowanych, tj.

SB=0 VSeZ

€S

Kazdy podziat zbilansowany zbudowany jest ze zbiorow z rodziny Z. Zauwazmy, ze
prawdziwe jest nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 4.9. Jesli F jest maksymalnym podziatem zbilansowanym na zbiorze
ICc{l,..,N} oraz S € F dla pewnego S € Z, to F—{S} jest maksymalnym podzialem
zbilansowanym na zbiorze I — S.

Dowdéd. Nie wprost, jesli istnieje podziat zbilansowany F’ wiekszej mocy na zbiorze
I — S to F'U{S} jest podzialem zbilansowanym o wiekszej licznosci niz F, co daje
sprzecznosc. O

Dzieki powyzszej wtasnosci mozemy skonstruowaé algorytm, ktéry bedzie spraw-

dzal wszystkie S € Z, rekurencyjnie znajdowat najlepsze rozwigzania podproblemow,
powiekszal je o zbior S oraz wybieral maksymalny podziat.
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Algorytm [SZYBKIOPTYMALNY]

Wejécie: Lista bilanséw B;. Zaktadamy, ze > | B; = 0 oraz B; # 0 dla kazdego
i=1,..,NN.
Wyjscie: Lista transakcji rozliczajaca bilanse B; dlat=1,..., N.

1: function SZYBKIOPTYMALNY (B)
2 F « SzYBKIOPTYMALNYPODZIAL(B)
3: T 0
4: for S € F do:
5 T «— TUZACHLANNY (B, 5)
6

return 7'

7. function SzZyBKIOPTYMALNYPODZIAL(B)

8: Z «+ niepuste podzbiory indekséw o zerowym bilansie na podstawie B

9. W —{(0,0)} > juz wyliczone wyniki - pary (podzbi6r
indeksow, maksymalny podziat zbilan-
sowany)

10 function OPTYMALNYPODZIALPODZBIORU([)

11: if 37 : (I,F) € W then

12: return F

13: F <0

14: for S € Z do

15: if S C I then

16: X « OPTYMALNYPODZIALPODZBIORU(I — S)

17: if | X| > |F| then

18: F — XU{S}

19: W —Wu{(l,F)}

20: return F

21: return OPTYMALNYPODZIALPODZBIORU({1, ..., N'})

Przyktad dziatania algorytmu [SZYBKIOPTYMALNY]| przedstawiony jest na rysunku
4.3
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Twierdzenie 4.10. Algorytm [SZYBKIOPTYMALNY] jest optymalny, tj. zawsze zwraca
N — |F| transakcji, gdzie F jest maksymalnym podzialem zbilansowanym z twierdzenia
[4.7 0 ograniczeniu dolnym.

Dowdd. Algorytm[SZYBKIOPTYMALNY|rézni si¢ od algorytmu[OPTYMALNY]|sposobem
wyszukiwania podziatu F, wiec wystarczy pokazaé, ze funkcja SZYBKIOPTYMALNY-
PODZIAL rzeczywiscie znajduje maksymalny podziat zbilansowany.

Najpierw udowodnijmy, ze funkcja OPTYMALNYPODZIALPODZBIORU zwraca mak-
symalny podzial zbilansowany dla dowolnego I C {1, ..., N}. Przeprowadzmy indukcje
po |I]. Dla |I| = 0 wynik jest juz w liscie W i zostanie zwrdcony: (). Odpowiedz jest
poprawna.

Zatézmy teraz, ze |I| > 0, a dla kazdego I’ takiego, ze |I'| < |I| funkcja OPTY-
MALNYPODZIALPODZBIORU zwraca maksymalny podzial zbilansowany dla I’. W linii
[14] sprawdzane sa wszystkie potencjalne elementy S maksymalnego podziatu zbilanso-
wanego. Dla kazdego przypadku wyliczany jest rekurencyjnie wynik, ktory jest mak-
symalnym podziatem zbilansowanym dla I — S na podstawie zatozenia indukcyjnego.
Korzystajac za$ z twierdzenia |4.9| jeden z tych podwynikéw powiekszony o zbiér S jest
maksymalnym podziatem zbilansowanym dla 1.

Pokazaliémy zatem, ze funkcja OPTYMALNYPODZIALPODZBIORU zwraca maksy-
malny podzial zbilansowany dla dowolnego I C {1, ..., N}. Funkcja SZYBKIOPTYMAL-
NYPODZIAL wywoluje funkcje OPTYMALNYPODZIALPODZBIORU z I = {1,.., N}, wiec
zwraca maksymalny podziat zbilansowany dla wszystkich bilanséw. O
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Rozdziat 5

Podsumowanie

[DPRW]| czyli Decyzyjny problem rozliczenia wydatkéw w grupie oséb okazal sie by¢
problemem N P-zupelnym, co udalo si¢ dowiesé poprzez redukcje z Problemu sumy
podzbioru . Dlatego tez skupiliSmy sie na poszukiwaniu algorytmu dla ,
ktorego ztozono$é czasowa jest funkcjg wykladniczg. Przedstawiony algorytm
IKIOPTYMALNY| zwraca zawsze minimalng liczbe transakcji potrzebna do rozliczenia.

Kilka kwestii zwiazanych z[PRW| pozostaje jednak wciaz otwartych. Pierwsza z nich
to pytanie, czy algorytm [SZYBKIOPTYMALNY| moze by¢ jeszcze ulepszony? Podczas
odwolywania sie do podprobleméw, zbiér indekséw |I| zmniejszamy o podzbiér S.
Jednak S sam w sobie moze mie¢ nietrywialny podziat zbilansowany. Lepiej bytoby
zatem znalez¢ podzbiory indeksow o zerowym bilansie, ktore dodatkowo nie maja juz
nietrywialnego podziatu zbilansowanego. Czy jednak mozna szybko wyznaczy¢ takie
podzbiory?

Mozemy takze zastanowi¢ sie nad réznymi modyfikacjami [PRW| Jedna z nich moze
by¢ wprowadzenie dla kazdej osoby jej preferencji odnosnie oséb, ktéorym chciataby
odda¢ swoje dtugi. Sposrdd rozwigzan dopuszczalnych wybierane powinny by¢ te, ktore
spetniajg jak najwiecej takich preferencji.

Inng modyfikacja moze by¢ takze umozliwienie korzystania z atrakcji, ktorych ceny
sg w roznych walutach. Kazda z oséb bedzie wtedy miata dtugi i wierzytelnosci osobno
w kazdej walucie. Jak jednak rozliczy¢ wydatki, jesli obowiazywaé beda prowizje za
przewalutowanie?

Jak mozna zatem zauwazy¢, Problem rozliczenia wydatkow w grupie osob nie zostat
jeszcze wyczerpany.
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